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Abstract

The main objective of the present work is to develop a formulation to allow to analyze the buckling of longitudinal bars in
reinforced concrete columns taking into account the tie spacing, the diameter and arrangement of the ties in the cross
section and the longitudinal bar diameter. For this purpose an analytical method for the evaluation of the buckling load of
longitudinal bars is described, as a function of the constraint imposed by the axial or flexural stiffness of the stirrups. The
longitudinal bar is considered as a column deforming according to thin beam theory. The tie action is described either by a
set discrete elastic supports or by a continuous elastic foundation. The theoretical analysis considers the column with one
or more deformation modes, with some degree of nonlinearity. As a result of this study, rational criteria for spacing and
sizing of transversal reinforcement are derived, allowing to study different alternatives in an abacus of simple use for
design. © 2005 IBRACON. All rights reserved.
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Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo sobre a flambagem das armaduras longitudinais em pilares de concreto armado
submetidos a carregamento axial levando em conta o espagamento entre estribos, o diametro e arranjo dos estribos na
secdo transversal e o diametro das armaduras longitudinais. Para este propdsito um método analitico para a avaliacdo da
flambagem da armadura longitudinal é proposto, considerando-se as barras longitudinais restringidas pela rigidez axial ou
a flexdo dos estribos. Admite-se que a armadura longitudinal funciona como uma coluna esbelta. Consideram-se duas
formas de modelagem da atuacgdo dos estribos: como apoios elasticos discretos e como base elastica continua. O presente
trabalho trata a coluna com um ou mais modos de deformacéao, incluindo certas nao-linearidades. Como resultado deste
estudo, apresenta-se uma proposta para dimensionamento racional dos estribos que permite estudar diferentes
alternativas em um &abaco de utilizagéo simples para projeto. © 2005 IBRACON. All rights reserved.
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Buckling of longitudinal reinforcement in RC columns

Flambagem de armaduras longitudinais em pilares de concreto armado

1 Introducao

O estudo da instabilidade das armaduras longitudinais em
pilares de concreto armado tem atraido a atencdo de varios
pesquisadores nos ultimos anos, entretanto a maioria dos
estudos estd restrita & analise da flambagem ocorrendo
sempre entre dois estribos consecutivos. A flambagem da
armadura longitudinal com a participacdo dos estribos no
impedimento da mesma é um fenébmeno pouco estudado na
literatura.

Um dos primeiros estudos analiticos sobre a instabilidade
das armaduras longitudinais em estruturas de concreto
armado foi efetuado por Bresler & Gilbert [2], que
empregaram critérios de andlise elastica para encontrar
relacbes entre a flambagem da armadura e parametros
como espacamento e rigidez dos estribos. Um estudo
semelhante ao de Bresler & Gilbert [2] foi realizado por
Vallenas et al. [14] e Scribner [13], onde o espagamento
maximo da armadura transversal é determinado pelo
célculo da carga critica da coluna limitada nas extremidades
tendo um comprimento igual ao espagamento entre 0s
estribos. Esta interpretacdo do fendbmeno se mostra muito
restritiva, visto que a flambagem pode envolver varios
espagamentos entre estribos.

O estudo experimental de pilares de concreto armado, com
a finalidade de se visualizar o comportamento das
armaduras longitudinais tem atraido atencdo de varios
pesquisadores nos Ultimos quarenta anos dentre os quais
cita-se os trabalhos de Pfister [8], Vallenas et al. [14], Kaar
& Corley [5], Sheikh & Uzumeri [11], Scott et al. [12] e
Moehle & Cavanagh [6] que apresentam a flambagem das
barras longitudinais em pilares de concreto armado
fortemente confinados envolvendo os proprios estribos.

Em face do exposto, o presente trabalho tem como ponto
de partida os resultados da pesquisa desenvolvida por
Buffoni [3] que estuda a flambagem das armaduras
longitudinais em pilares de concreto armado submetidos a
carregamento axial levando em conta o espagcamento entre
os estribos, o didmetro e arranjo dos estribos na secdo
transversal e o didmetro das armaduras longitudinais.

Para tal propésito um método analitico para a avaliagdo da
flambagem da armadura longitudinal foi descrito,
considerando-se as barras longitudinais restringidas pela
rigidez axial ou a flexdo dos estribos. Estudaram-se
particularmente dois casos. No primeiro caso, considerou-se
a armadura longitudinal como uma coluna e os estribos
como apoios discretos. No segundo caso, considerou-se a
armadura longitudinal como uma coluna sobre base
elastica, onde a base elastica é composta pelos estribos.

Para se considerar o caso de emendas das barras na
presente formulagdo, considerou-se a armadura livre em
uma das extremidades. Considerou-se na modelagem um
ou mais modos de deformacdo, incluindo-se a néo-
linearidade geométrica. A partir destes resultados propde-
se um critério de projeto racional para a escolha do
espacamento, diametro dos estribos e arranjo das
armaduras.

A dedugdo da formulacdo dos modelos matematicos que
serdo abordados esta fora do escopo deste artigo,
procurando-se mostrar diretamente a aplicabilidade pratica

de tais modelos, por meio de comparagdes com resultados
experimentais da literatura. Estimula-se o leitor a consultar
Buffoni [3], que contempla de forma minuciosa as hipéteses
e formulagbes inerentes a cada modelo.

2 Formulacdo

Considera-se a armadura longitudinal como uma coluna
onde os estribos sdo representados esquematicamente
como apoios elasticos intermediarios unilaterais, cuja
rigidez K depende das caracteristicas mecéanicas e
geométricas do acgo. Considerando-se K constante, o
modelo adotado para a determinagdo da carga critica
apresenta-se na Figura 1.

onde L é o comprimento da armadura, s é o espagamento
entre estribos e F; sdo as forgas correspondentes aos apoios
elasticos j e podem ser escritas da seguinte forma:
Fi
FjZKWj3 Wj:? (1)
onde w; é o deslocamento do apoio genérico.

No desenvolvimento a seguir, adotam-se as hipoOteses
usuais da resisténcia dos materiais para vigas
considerando-se que a coluna e o carregamento estdao num
plano de simetria e que a secdo permanece plana e
perpendicular ao eixo, antes e apd6s as deformagdes
(hipoteses de Euler-Bernoulli para Flexao no plano).

2.1 Energia Interna de Deformacao e Energia
Potencial da Viga-Coluna

Ly

E
K
I
ﬁ?
;jq

Figura 1 - Modelo mateméatico da armadura
longitudinal e transversal.

As matrizes de rigidez elastica e geométrica da coluna sédo
obtidas a partir das energias de deformacgdo e potencial,
respectivamente. Toda a formulagdo matematica é realizada
a partir da coluna de Euler, que é biapoiada e submetida a
carregamento axial. Considera-se um campo de
deslocamentos que satisfaca as condi¢gbes de contorno do
modelo apresentado na Figura 1.
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A energia interna de deformacado fica representada pelo
somatério da energia de membrana, Uy, proveniente das
deformacdes da barra na direcdo axial, com a energia de
flexdo, U;, proveniente das deformagdes devidas a flexao,
podendo ser expressa como:
1 f1
_ _ = 2 - 2

U—Um+Uf—2£EAsgxodx+£2El;(dx )
Em geral, no problema da flambagem, as deformacgbes
devidas a flexdo sdo bem mais importantes que as
deformacgdes axiais da barra e na formulagdo do problema
nédo se leva em consideragéo a deformacéo axial, ¢,, . Esta

hipétese ¢é adotada na teoria inextensional de vigas
apresentada nos trabalhos de Dym & Shames [4] e Bazant
& Cedolin [1], onde a Unica parcela da energia interna
considerada é a energia de flexdo da viga, que é dada por:

L L 2
1 1 1
U;J—EI;{de;j—EIWXX2 1+=w 2| dx
12 J27 2
©))
L
l 2 2 l 4
= | ZEl|w,2+w +=w X
EI XX XXZWX XXZWX d
22 ’ ’ ’ 4 - ’

De acordo com Dym & Shames [4], a aproximagao
mostrada na expressao (3) é suficiente para descrever com
exatiddo o caminho pds - critico da coluna, mesmo na
regido de grandes deslocamentos laterais.

No modelo adotado, os estribos sdo considerados como
molas lineares sendo a energia de deformag&o dada por:

@

C
Il
|
~
—
\:_\,
=
—_
X
Il
)
[
N

onde w é o valor do deslocamento calculado nos pontos
onde existem estribos e n é o0 numero de estribos
envolvidos no modelo.

Considerando-se que o0 apoio elastico discreto pode ser
substituido por uma base elastica distribuida continuamente
k=K/s, tem-se que o termo correspondente a energia de
deformacao dos estribos na expresséo (4) pode ser avaliado

como uma integral da seguinte forma:

=n

©)

i=1

O potencial das cargas externas é dado pelo produto da
carga, P, e o encurtamento na extremidade da coluna A,
podendo ser expresso como:

f(1 1
V. =PA=V. =_P (—wx2+—wx4 dx (6)
lz g

onde P é o carregamento axial e o sinal negativo € devido o
deslocamento se realizar no sentido contrario ao das forgas.

2.2 Variaveis Adimensionais

e Caso Discreto

Quando se quer realizar uma analise paramétrica, é
importante que a mesma seja realizada com eficiéncia, para

isto serdo feitas as seguintes mudancgas de variaveis e
escolhidos os seguintes parametros adimensionais:

2 3
%05531 w, =W p_PL _ KL

€= L e TR

)

onde ¢ é o parametro adimensional do deslocamento axial,
w, é o pardmetro adimensional do deslocamento lateral da

coluna, T' é o parametro adimensional do carregamento
axial e 7 €é o parametro adimensional da rigidez dos

estribos.

e Coluna Sobre Base Elastica

As variaveis adimensionais sdo as mesmas consideradas na
expressao (7), com excegdo do parametro adimensional da
rigidez dos estribos que é dado por:

KL
T8

®

2.3 Campo de Deslocamentos

O campo de deslocamentos da coluna é aproximado por
uma func¢éo do tipo:

w(x)= 2 Ay, (%)

onde j é o nuimero de graus de liberdade, A; sdo as
amplitudes e a fungao y;(x) deve satisfazer as condi¢bes de
contorno da coluna, ou seja, as restricdes de deslocamento
e momento zero nas extremidades da coluna, a fim de que
a solugcdo do problema de autovalores resulte em uma
solucdo aproximada do problema original.

€C)

Figura 2 - Aparéncia dos corpos de prova apds os
ensaios. (Sheikh & Usumeri [11]).

IBRACON Structural Journal - 2005 - 1 - n.1

77



Buckling of longitudinal reinforcement in RC columns

Flambagem de armaduras longitudinais em pilares de concreto armado

Observagfes experimentais mostram que a forma flambada
da armadura longitudinal se parece muitas vezes com uma
funcdo senoidal, que pode envolver varios espacamentos
entre estribos. Considerou-se a seguinte funcdo para
descrever o campo de deslocamentos da coluna:

w(x) _ milAm£_ mfx . m;L;ZXZ (2+(_1)m)_

m:;Xa (1 + (—l)m) +sin [ mfx j]

Esse campo de deslocamentos combina funcdes que
descrevem um comportamento simétrico com funcgdes
antissimétricas. A consideracdo de deformacfes apenas do
tipo simétrico, pode se tornar um pouco distante do que
acontece na realidade, pois se verifica em muitos casos que
a flambagem pode envolver modos ndo simétricos como
mostra a Figura 2 do trabalho de Sheikh & Uzumeri [11].
Na forma adimensional o campo de deslocamentos torna-
se:

(10)

W, (cf) = mzj::lam (—mmf; + mzé? (2 + (_1)m) _

(11)
me® (1 + (—l)m) + sin(m;zg))

2.4 IntegracGo ao Longo da Barra para

Obtencdo das Matrizes de Rigidez Elastica
(KJ e Rigidez Geométrica (K )

A matriz de rigidez elastica representada por K¢ é obtida da
energia de deformacéo expressa em (3), a matriz de rigidez
que leva em consideragdo os apoios laterais, K, é obtida
da energia de deformagéo (4) e (5) e a matriz de rigidez
geométrica, Ky € obtida a partir da energia da carga axial
expressa em (6). Dessa forma, as expressfes das matrizes
de rigidez citadas considerando-se o0 campo de
deslocamentos w; e w; para uma determinada condi¢cdo de
contorno séo dadas a seguir.

e Da energia de deformacéao

1
K, = J‘(Wd.:;'nwd.:a Wy 2eiWa, e Wa,6iWa e +
| (12)
EWd.:.fIWd.:;in.:lwd.:de,aWd.:jjd“f
e Da energia de deformacdo da mola
- Apoios distribuidos de forma discreta
£=1
Kml.j = nzwdlwdj (13)
£=0
- Apoios distribuidos de forma continua
1
Kmi.j = 77J.Wdinjd§ 14)
(0]
e Da energia da carga axial
1
1
Kaij = I(Wd,:iwd,:j 2 WaaW a,6iWa.aWa,z; )d‘f (15)
0

2.5 Solucdao do Problema de Autovalores

Considerando-se apenas a parcela quadratica nas
expressbes (12) a (15) tem-se o problema de autovalor,
dado na seguinte expressao:
(Kf + Ky —TKg)y =0 (16)

Resolvendo-se a equacdo (16) chega-se aos valores da
carga critica como a seguir:

=Ky (K +Ky) an
O programa computacional para o calculo dos autovalores
apresenta-se em Buffoni [3].

2.5.1. Parametros de Carga Critica

A partir da solucdo do problema de autovalores, foi possivel
encontrar os parametros de carga critica para os casos
discreto e continuo.

No caso discreto, considerou-se que o0 comprimento da
armadura envolvida na flambagem varia de um a dezesseis
espacamentos entre estribos. Dessa forma, substitui-se o
campo de deslocamentos com um ou mais graus de
liberdade descrito em (11) nas expressdes para a obtencao
das matrizes de rigidez e resolve-se o0 problema de
autovalores expresso em (17) obtendo-se os valores
adimensionais para a carga de flambagem. Os valores para
estes casos encontram-se no trabalho de Buffoni [3].

No caso continuo, considerando-se a armadura longitudinal
como uma coluna sobre base elastica, onde a base elastica
é composta pelos estribos e substituindo-se o campo de
deslocamentos descrito em (11) com um ou mais graus de
liberdade apenas na parcela quadratica das expressdes
(12), (14) e (15) para obtencdo das matrizes de rigidez e
resolvendo-se o problema de autovalores expresso em (17)
obtém-se os valores adimensionais para a carga critica que
se encontram em Buffoni [3]. A expressao (18) apresenta o
parametro de carga critica considerando-se apenas um
termo na expansdo modal.

_ 157° —-1207* +1572°y + 7' — 240p

t 5(5;:2 - 48)7r2

(18)

2.6 Consideracao das Emendas das Barras da
Armadura

Para se considerar o caso de emendas das barras na
presente formulagdo, considerou-se um modelo onde a
armadura € engastada em uma das extremidades e livre na
outra como o modelo apresentado na Figura 3. Dessa
forma, todos os passos realizados para a coluna engastada
nas extremidades foram feitos para o caso da presenca de
emendas com a finalidade de se conhecer o comportamento
das armaduras quando uma das extremidades esta livre.

2.7 Cdiculo do Paradmetro Adimensional de
Rigidez, 7

O valor numérico do parametro adimensional de rigidez
depende da rigidez dos estribos, K, do moddulo de
elasticidade da armadura longitudinal, E, do momento de
inércia da armadura longitudinal, | e do espacamento entre
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estribos, s quando os estribos sao considerados distribuidos
continuamente ao longo da armadura.

E
K
b
-

EE
N
Ky

%

Figura 3 - Modelo para consideragado das emendas das
barras da armadura.

2.8 Cdiculo da Rigidez dos Estribos, K

O valor de K é funcdo das caracteristicas mecénicas e da
geometria do estribo. Considera-se nesta formulagéo vérios
arranjos. A Figura 4 apresenta alguns casos. Neste trabalho
considera-se a carga axial concéntrica existindo condi¢Bes
de perfeita simetria, assim K é calculada considerando-se os
modelos simplificados da Figura 5.

b b
B S E—
a) b)
Figura 4 - Arranjos da armadura na sec¢ao transversal

O valor de K é funcdo das caracteristicas mecanicas e da
geometria do estribo. Considera-se nesta formulagdo varios
arranjos. A Figura 4 apresenta alguns casos. Neste trabalho
considera-se a carga axial concéntrica existindo condi¢des
de perfeita simetria, assim K é calculada considerando-se os
modelos simplificados da Figura 5.

O modelo da Figura 5.a esta relacionado a barra localizada
no centro de uma perna de estribo, as Figuras 5.b e 5.c
estdo relacionadas as barras de canto. A Figura 5 mostra
também a forca exercida pela barra longitudinal sobre o
estribo na dire¢cdo em que a flambagem pode ocorrer.

Para o modelo da Figura 5.a, a armadura longitudinal pode
ser considerada como impondo uma carga concentrada no

meio do vdo de uma viga fixa nas extremidades e a
expresséo para a rigidez do estribo é dada por:

192EI
K= V- t (19
Para o modelo da Figura 5.b a expresséo para a rigidez do
estribo fica:

K=EA (20)
b

onde E é o modulo de elasticidade da armadura

longitudinal, It € o momento de inércia do estribo e A; é a

area do estribo. Quando o arranjo das armaduras na secao

é semelhante a Figura 4.b, as barras localizadas no centro

de uma perna de estribos sdo as primeiras a flambarem.

F F
i w4 \n/z
~ —
a) b) ©)

Figura 5 - Modelos simplificados para calculo da
rigidez K.

Nota-se que a armadura transversal pode oferecer
diferentes contribui¢bes para a resisténcia a flambagem das
barras longitudinais. As barras longitudinais localizadas no
canto dos estribos sdo restringidas por uma rigidez
extensional e as barras localizadas ao longo da perna de um
estribo sdo restringidas apenas pela rigidez a flexdo.

O moédulo de elasticidade longitudinal a ser considerado é o
modulo de elasticidade instantaneo, porém pode-se utilizar
0 modulo de elasticidade reduzido quando o mesmo é
conhecido.

3 Curvas para o Cdiculo do Espagamento e
Diametro dos Estribos

A Figura 6 apresenta a curva que relaciona o pardmetro de
carga critica da coluna, I' e o parametro de rigidez dos
estribos, » com as contribuicdes de varios modos para a

carga de flambagem. Nota-se que este grafico apresenta
uma curva onde a armadura esta fixa nas extremidades e
outra curva onde uma das extremidades esta livre para
simular a presenca de emendas das barras da armadura.

Verifica-se que a partir de um alto nivel de rigidez, a carga
de flambagem cresce quase que linearmente com o
aumento da rigidez dos estribos. A partir deste gréafico sera
apresentado um meétodo para o céalculo do espacamento e
rigidez dos estribos em um pilar de concreto armado.

A curva da Figura 6 é valida para qualquer tipo de arranjo
das armaduras. Conforme o objetivo do projeto, basta
introduzir os respectivos valores de T' ou n para cada caso

em particular.
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Flambagem de armaduras longitudinais em pilares de concreto armado
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Figura 6 - Parametro de carga vs. parametro de rigidez
da coluna com seis graus de liberdade.

Por exemplo, para a se¢do da Figura 4.b, substituindo-se o
valor da rigidez dos estribos, K, da equagédo (19) no valor
do parametro adimensional de rigidez, n , expresso em (8)

obtém-se o seguinte valor:

192411

n= b3$¢|4 (21)

Por outro lado, substituindo-se o momento de inércia da
armadura longitudinal na expresséao de T' tem-se:

2
[ 64PL

Em “

Dessa forma é possivel alterar os valores de T' e n das

expressfes (21) e (22) e criar novos parametros com a
finalidade de facilitar os célculos dos exemplos que seréao
apresentados. As variaveis adimensionais I' e 5 foram

modificadas da seguinte forma:

4,4

n #L
N/ 23
M= T2 oos (23)
oo I7_ P12 o4
1 64 Eﬂ‘l ( )

Portanto a ordenada e abscissa dos gréaficos da Figura 6 séo

. T
alteradas multiplicando-se as mesmas pelos fatores, o4 e

&, respectivamente. Dessa forma, obtém-se o gréafico da

Figura 7 com os paradmetros de carga e rigidez menores.
Dependendo do arranjo dos estribos na se¢ado transversal,

obtém-se um valor diferente para a rigidez, K e para o
pardmetro adimensional da rigidez dos apoios laterais, 7 .

+—y

W w N I o o
S a S o S a

N
3

0 (RN A A A A N A N A AN AN AR AR N anE
R R L L L L L L L L N R R L

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200

Figura 7 - Parametro de carga vs. parametro de rigidez
da coluna com seis graus de liberdade.

3.1 Consideracoes Sobre a Carga de
Flambagem para Dimensionamento

A carga de flambagem deve ser sempre maior que a carga
de escoamento em compressdo por um fator y>1, isto
para garantir o uso de P, =f A, no dimensionamento inicial,
como é feito usualmente. No dimensionamento usual,
busca-se otimizar o projeto tomando y =1, entretanto, é

pouco recomendavel do ponto de vista de seguranca em
regime pos-critico. Adotou-se no presente trabalho os
valores de y=1,2.

4 Sequéncia de Projeto com a Utilizagao
das Curvas I' x n

Uma seqiiéncia possivel de projeto com o uso dos graficos
I' X, seria como se mostra a seguir:

a) O valor de b vem da geometria da pec¢a;

b) O didmetro da armadura longitudinal, ¢ € usualmente
determinado pelo projetista;

c) Busca-se uma carga de flambagem, P =y-P, e assim
obtém-se I'y;

d) Com o valor de T'; entra-se na ordenada do grafico
I, xn, e descobre-se o ;, necessario na abscissa. Como
ja se dispde dos valores de b e ¢, as variaveis de

projeto serdo o espagamento entre os estribos, s e o
diametro dos estribos, ¢, , 0os quais serdo calculados e

adotados de forma compativel
normas de projeto existentes.

com os limites das
Caso o0 espagamento
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resulte muito pequeno, ou o didmetro muito grande, é
necessario reduzir b ou usar estribos suplementares.

4.1 Cadiculo do DiGmetro e Espacamento entre

Estribos para os Pilares Descritos no Trabalho
de Queiroga & Giongo [10]
Pretende-se analisar os pilares de se¢do quadrada cujo
arranjo das armaduras na secgdo transversal apresenta-se

na Figura 8. Os pilares P1, P4 e P6 foram selecionados para
a realizacdo dos testes numeéricos.

Os valores calculados para o diametro e espacamento entre
os estribos utilizando o critério proposto no item 4
apresentam-se na Tabela 1. O procedimento completo de
calculo apresenta-se em Buffoni [3]. A seguir apresentam-
se 0s passos realizados para o pilar P1.

As propriedades da armadura do Pilar P1 sao:

f, =502 N/ % =12,5mm
mm
L=1200 mm b=139,9 mm
E = 210000 'y 5 A =125 mm?
mm
4
s =150 mm PyzyAS=5,46><10 N

Pretende-se calcular o didmetro e espagamento entre
estribos para y=1,2 considerando-se a armadura sem

emendas.

Assim, busca-se uma carga de flambagem, P, =yP, e

obtém-se T, .

Per = 7Py =65,48 kN =
P12 (25)
r=—%— =rT1,=18,39 = 7 =149,10
Egt

O valor de 7, encontrado na expressdo (25) foi obtido
entrando-se com o valor de I, na ordenada do grafico
apresentado na Figura 7 e o valor necesséario de 7,
encontra-se na abscissa correspondente a I';. A partir da
expressao (23) tem-se que:

& mb4

=4,81
s 4

€y

A Tabela 1 apresenta os valores calculados para os pilares
P4 e P6 que foram calculados da mesma forma que o pilar
P1. Na linha correspondente ao pilar P1, o valor encontrado
para o diametro considerando-se um espagamento
s =150 mm foi aproximadamente ¢, =5,20mm .

Nota-se que estes valores sao encontrados a partir do modo
de flambagem que poderia inclusive envolver varios
estribos num estado limite. A Tabela 1 apresenta os valores
comerciais para o diametro do estribo.

Verifica-se também que quando se diminui o espacamento
entre estribos, o valor do didmetro dos estribos poderia ser

menor. A Tabela 1.b apresenta o caso onde uma das
extremidades da armadura esta livre.

Nesse caso, os valores encontrados para o diametro dos
estribos sdo mais altos, visto que um certo valor do
parametro de carga corresponde a valores mais altos de
rigidez para o caso onde uma das extremidades da
armadura esta livre e, portanto, valores mais altos para o
diametro dos estribos sdo necessérios.

20 cm

20 cm
Figura 8 - Secao e arranjo das armaduras nos pilares
ensaiados por Queiroga [9].

Tabela 1- Calculo do diametro e espagcamento entre
estribos para os pilares de Queiroga [9] a partir da
formulacéo proposta.

a) Armadura fixa nas extremidades

Armadura fixa nas

QuEere (2] extremidades

Armadura
Pilar Armadura Transversal
Transversal In m s I8 Prcom
mm mm mm
P1 $6,3c /15 18,4 149,1 150 5,20 6,3
P4 $6,3c /10 18,4 149,1 100 4,68 5
P6 #6,3c/5 18,4 149,121 50 3,94 5

Obs: Para o diametro do estribo, #=6,3 mm encontra-se
um espacamento maximo de 328 mm.
b) Armadura Livre em uma das Extremidades

Armadura livre em
uma das
extremidades
Arm. Transv.

Queiroga [9]

Pilar

ri 711 S ¢t ¢tcom
mm mm mm
P1 18,4 566,3 150 7,23 8
P4 18,4 566,3 100 6,54 8
P6 18,4 566,3 50 5,50 6,3

Obs: Para o diametro do estribo, #=6,3 mm encontra-se
um espacamento maximo de 86 mm.

De acordo com a NBR 6118/2003 o valor do diametro dos
estribos deve ser:
5mm
¢ 2

4/4 27)
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O espagcamento deve ser tal que em um estado limite a
flambagem ocorreria entre dois estribos consecutivos. A
NBR 6118/2003 apresenta os seguintes limites:

20 cm
s < 4b, menor dimenséo da se¢éo
24¢, para CA -25,12¢ para CA-50

(28)

Os dois primeiros limites da expressao (28) correspondem a
disposicdes meramente construtivas e os dois Ultimos sédo
encontrados a partir da condicdo f, =f , ou seja, o

espacamento entre os estribos deve permitir o
desenvolvimento da tenséo critica de flambagem igual a
tensdo de escoamento. Para as barras de aco CA-25, a
partir das férmulas da resisténcia dos materiais (diagrama
tensdo-deformacéao linear), tem-se:

P, Elz* Ez°
“cr=K:SZ,,x ST (29)

onde A2 =s?/r?, s é o espagamento entre estribos e r é o
raio de giracao dado por

r= |— (30)
A
O valor da tenséo critica fica,
250
-2 - N
fo =115 = 2474 Ve (31)

Dessa forma encontra-se 0s seguintes valores para o
espagamento entre estribos, cujos valores médios estao
prescritos em norma:

7210000
Y e
217,40

— s-97,64% — 24,414
4

32)

Tendo a NBR 6118/2003 englobado o valor 244 para o ago

CA-25. No caso do ago CA 50, a tensdo critica de
flambagem é dada pela formula de Tetmajer.
f, =480(1-0,0035%, ) (33)
- N -
Fazendo f, =400 %nmz chega-se a
Ay 247,6 > s =4,r =47, 6% =124, (34)

Permite-se adotar ¢t<% desde que o espagamento

respeite também a limitacao

90000 (¢2 /4 )fi (35)

vk

onde ¢ séo

e ¢

armadura longitudinal e dos estribos; f

respectivamente os diametros da

4 € a tensdo de

escoamento da armadura longitudinal, em MPa. Esses

critérios supdem que ambas as armaduras sdo constituidas
pelo mesmo tipo de ago.

A expressdao (35) visa garantir no caso de adocdo de
4, < ¢,/4, a existéncia de uma percentagem volumétrica de
estribos idéntica aquela que terifamos com ¢, =¢/4 e
espacamentos 24¢, (CA 25) e 124, (CA 50).

Considerando-se o espacamento entre estribos s =24¢, (CA

25) tem-se uma percentagem p, de volume de estribos
(comprimento 2p) por volume de pilar igual a

”(“ﬁl]zz
_ala

4 2P
Py 244 A,

1536A,

(36)

Caso se adote ¢ <4 /4, para a manuten¢do do mesmo

valor de p,, deve-se ter um espagcamento s entre estribos

definido por
79?2p _ $2p s = 384¢—t2 37
4s'A,  1536A, ° ¢

#

Por idéntico raciocinio, chegariamos ao limite 192~ para o
|

aco CA 50. Nota-se que o aparecimento do valor 384 na

expressdo (37) para o aco CA 25 corresponde ao termo

90000/fyk na expressao (35), ou seja,

90000/250 ~ 360 para CA 25
(38)
90000/500 ~ 180 para CA 50

De acordo com as diversas normas, estes valores
consideram no estado limite ultimo, que a flambagem da
armadura longitudinal ocorreria no maximo em uma meia-
onda entre estribos, pois se considera que o comprimento
de flambagem é o préprio espagamento entre dois estribos.

Dessa forma, de acordo com a NBR 6118/2003 os valores
adequados para o espacamento e didametro dos estribos
para os pilares estudados por Queiroga [9] sao:

s <124 = s =150 mm
(39)

# 25 =4 =5mm

4.2 Aplicacoes a Secoes de Grandes Dimensoes

Aplica-se o critério proposto a um pilar de concreto armado
com sec¢do transversal retangular 25 cm x 110 cm, altura
livre de 350 cm, com resisténcia a compressao do concreto
20 MPa e do aco de 500 MPa. A armadura longitudinal
consiste de 22 barras de 16 mm de diametro, e o
cobrimento é de 3 cm. Nomeou-se este pilar de P1 e se
apresenta a seguir alguns casos de variagbes nos arranjos
das armaduras na secédo transversal.

e Caso 1

Considera-se o arranjo das armaduras na se¢ao transversal
apresentado na Figura 9.
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IBRACON Structural Journal - 2005 - 1 - n.1



R. R. Silva e S.S. O. Buffoni

25 cm

110 cm

flambagem da armadura longitudinal os diametros
encontrados apresentam-se na Tabela 2. Os valores
encontrados para o diametro do estribo foram altos, visto
que este modelo é bastante flexivel.

Tabela 2 - Dimensionamento dos estribos
para o caso 1.

Ll

Figura 10 - Modelo simplificado para calculo da rigidez
K referente ao caso 1.

7

Para o célculo da rigidez K dos estribos, adotou-se o modelo
da Figura 10, onde a perna do estribo é considerada como
uma viga fixa nas extremidades. A flexibilidade do estribo
associada a cada barra pode ser obtida aplicando-se uma
carga transversal concentrada unitaria isoladamente em
cada ponto central da barra. Nota-se que isto corresponde a
admitir-se que o inicio da flambagem se da na barra menos
restringida. Assim, avalia-se o0 ponto critico como
correspondente a uma barra que contribui com a menor
rigidez do estribo. Para o modelo da Figura 10 isto ocorre
no centro da viga, e neste caso a rigidez fica sendo:

_ 38, 4El,

K o7

(40)
onde o vao livre de flexao é
b=1100-2(30+5) —16 =1014 mm supondo inicialmente
o diametro do estribo igual a 5 mm. Considerando-se 0s

estribos como base elastica e substituindo-se k = K/s no
parametro n chega-se a:

kL

KL _38,4EIL* _ 38,44'L°
El

b°sEl b®s4*

(41)
¢ _ nb’" _ 192p,b%4’
38, 4L°

s 38,4L*

Pretende-se calcular o didmetro e espacamento entre
estribos para y =1,2 considerando-se a armadura sem
emendas. Dessa forma, busca-se uma carga de flambagem,
P, =7P, eobtém-seTl: e 7, .

P_L?
P, =7P, =104,4kN =T, == =
’ B4 (42)

I, =92,93 = 5, = 2802,08

A partir da expressao (23) tem-se:

4
L 6,38 x10° 43)
s

Estipularam-se alguns valores para o espagcamento entre
estribos de acordo com os limites impostos pela NBR
6118/2003. Para que a base elastica possa impedir a

Figura 9 - Caso 1: Arranjo das armaduras na secado S (mm) 190 150 50
transversal do pilar P1. ¢, (mm) 33,18 31,28 23,77
P P P .
\|/ xlz N e Caso 2

O modelo considerado apresenta-se na Figura 11 onde ha
um estribo suplementar (admitido como rigido) no meio de
uma perna de estribo. O modelo simplificado para o célculo
da rigidez se encontra na Figura 12. As cargas localizadas
na distancia 2a ou 3a do apoio esquerdo na Figura 12
contribuem com a menor rigidez do estribo, e neste caso a
rigidez torna-se:

_ 250El,

K
3p°

(44)

onde o vao livre de flexdo é b =507 mm . Substituindo-se a
expresséo (44) no valor de n chega-se a:

_kL*  83,33EIL' 83,334

El b*sEl b®sg4* (45)
Da expressédo (45) tem-se:
¢t4 nb3¢|4 192771b3¢|4
L= = =367,46
s 83,33 83,33L" (46)
A partir da expressdo (46) obtém-se os valores

apresentados na Tabela 3. Em relagdo ao caso 1, este
modelo é mais rigido, porém ainda bastante flexivel e de
acordo com o0s resultados apresentados na Tabela 3, os
valores encontrados para o diametro do estribo ainda séo
altos. Dessa forma busca-se um modelo que seja rigido a
fim de que se possa obter valores razoaveis para o
didmetro e espacamento dos estribos.

Tabela 3 - Dimensionamento dos estribos
para o caso 2.

190
16,26

150 50
15,32 11,64

s (mm)

25 cm

| 110 cm |

Figura 11 - Caso 2: Arranjo das armaduras na segao
transversal do pilar P1.
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L&

b

A NI
W4

Figura 12 - Posic¢Oes de cargas para calculo da rigidez
K referente ao caso 2.

e Caso 3

A Figura 13 apresenta o arranjo das armaduras na secgao.
Para o célculo da rigidez K dos estribos, adotou-se o modelo
apresentado na Figura 14. A expressao da rigidez para a
barra menos restringida que se encontra mais distante do
apoio fixo é:

6b’El,

K =
a? (21b3 +192a%h - 128a° - 108b2a) “47

onde b =507 mm e a=46 mm. A expressdo para o célculo

do dimensionamento dos estribos apresenta-se na
expresséo (48) sendo obtida a partir das expressdes de n e

K apresentadas em (8) e (47), respectivamente.

(48)

4 324 [a3 (21b° + 192ba® - 128a° —108b2a)}
R S

s b3L*
Nota-se através da Tabela 4 que os valores encontrados

para o diametro apesar de ainda altos sdo bem menores em
relacdo aos valores encontrados no caso 2.

Para todos os casos considerados até o presente,
considerou-se valores de y=1,2 para o célculo da carga de
flambagem. Como o dimensionamento usual admite o valor
de y=1,0, os calculos foram repetidos com tal valor e os
resultados encontrados também apresentam-se na Tabela
4.

Tabela 4 - Dimensionamento dos estribos
para o caso 3.

¢ (mm)
s (mm)
ry=10 y=12
190 9,21 9,79
150 8,68 9,22
50 6,59 7,01

25cm

‘ 110 cm |

Figura 13 - Caso 3: Arranjo das armaduras na segao
transversal do pilar P1.

P (P P
‘H
1 |

Figura 14 - Posi¢des de cargas para calculo da rigidez
K referente ao caso 3.

A NN
W4

e Caso 4

O arranjo das armaduras na sec¢ao transversal se apresenta
na Figura 15. Os modelos simplificados para o célculo da
rigidez K dos estribos apresentam-se na Figura 16, onde a
Figura 16.a representa o primeiro ou ultimo trecho da secao
e a Figura 16.b representa a parte entre estribos
suplementares. Verificou-se que a maior flexibilidade
encontrada foi para a barra do centro, e o valor da rigidez K
para este caso é:

96EI
K==

(49)

onde b=184 mm. A expressdao para o calculo do

dimensionamento dos estribos obtida a partir das
expressbes de n e K apresentadas nas expressdes (8) e

(49), respectivamente é dada por:

¢_14 _ 2,4'0°

s L (50)
Os resultados encontram-se nas Tabelas 5 e 6.
Tabela 5 - Dimensionamento dos estribos
para o caso 4.
@, (mm)
s (mm)
y=10 y=12
190 6,90 7,34
150 6,50 6,92
50 4,94 5,25
Tabela 6 - Dimensionamento dos estribos
para o caso 4.
s (mm)
¢, (mm)
y=10 y=12
5 53 41
6,3 132 103

25 cm

‘ 110 cm ‘

Figura 15 - Caso 4: Arranjo das armaduras na se¢ao
transversal do pilar P1.
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A DI
V4

a)

A NN
W:z;z4

b)

Figura 16 - PosicOes de cargas para calculo da rigidez
K referente ao caso 4.

e Caso 5

O modelo da Figura 17 se apresentou o mais favoravel e
econdmico em termos de dimensionamento dos estribos. O
modelo simplificado para o céalculo de K apresenta-se na
Figura 18, onde o valor de b =338 mm, sendo K dada por:

6bEI,

K= a®(2b - 3a) (51

A expressdao para o cdélculo do dimensionamento dos

estribos obtida a partir das expressbes de 7 e K
apresentadas em (8) e (51), respectivamente, é dada por:

¢t  32n4'a’(2b-3a)

52
s bL* ©2)

Os resultados apresentam-se na Tabela 7 para os valores
de y=1,0 e y=1,2. verificou-se através dos calculos que

ao se definir o didmetro do estribo como ¢ =6,3 mm, o

espagamento entre estribos fica bem maior do que o limite
superior registrado na NBR 6118/2003. A partir deste
modelo realizou-se um estudo para verificar a possibilidade
de executa-lo com espacamento duplo.

Calculou-se a rigidez média efetiva da base elastica como
sendo a média dos valores da rigidez K calculada com
estribos suplementares utilizando-se o modelo simplificado
da Figura 18, que se apresenta na expressdo (51), e a
rigidez do modelo da Figura 17 sem estribos suplementares,
como apresenta o modelo simplificado da Figura 19.

O valor da rigidez, K, para o modelo da Figura 19,
correspondente a uma das cargas mais préximas do centro
que é dada por:

54bEI,

K =
(b* + 3b%a - 9a°b’ + 18a° - 81a’) (53)

O valor de b =1014 mm e os resultados considerando-se a

rigidez média da base elastica para a consideracdo de
espacamento duplo, com os valores de y=1,0 e y=1,2

apresentam-se na Tabela 8.

Tabela 7 - Dimensionamento dos estribos
para o caso 5.

a) Célculo do Diametro dos estribos

s (mm) #_(mm)
y=1,0 y=1,2
190 5,48 5,83
150 5,16 5,49
50 3,92 4,17
b) Célculo do espagamento
¢, (mm) s (mm)
vy=1,0 vy=1,2
5 131 103
6,3 331 259

Tabela 8 - Dimensionamento dos estribos
considerando-se espacamento duplo para o caso 5.

a) Célculo do diametro dos Estribos

¢ (mm)
s (mm) y=1,0 y=1,2
190 6,51 6,93
150 6,14 6,53
50 4,96 4,96
b) Célculo do Espagamento
¢t ) s (mm)
v=1,0 y=1,2
5 66 51
6,3 166 129

46 cm

| 110 em |

Figura 17 - Caso 5: Arranjo das armaduras na segéo
transversal do pilar P1.

P

A NN
W4

Figura 18 - Modelo simplificado para calculo da rigidez
K referente ao caso 5.

Lol

WA

Figura 19 - Modelo simplificado para calculo da rigidez
K referente ao caso 2 sem estribos suplementares.
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5 Conclusoes

O presente trabalho teve como objetivo analisar a
flambagem das armaduras longitudinais em pilares de
concreto armado submetidos a carregamento axial levando
em conta o espagamento entre os estribos, o diametro e
arranjo dos estribos na secdo transversal e o diametro das
armaduras longitudinais.

Foram obtidos graficos que relacionam o parametro de
carga critica da armadura longitudinal com o parametro de
rigidez dos estribos, e verificou-se que o valor do parametro
de carga, para altos valores do parametro de rigidez dos
estribos, cresce quase que linearmente. Isto sugere a
adocdo de expressbes simplificadas para projeto.
Entretanto, o procedimento adotado neste trabalho parece
suficientemente simples para uso rotineiro.

A partir da obtencdo dos graficos que relacionam o
pardmetro de carga da armadura longitudinal com o
parametro de rigidez dos estribos, mostrou-se interessante
propor uma seqiéncia de projeto, caracterizando o
dimensionamento racional dos estribos em pilares de
concreto armado.

Os exemplos mostram que o resultado de tal procedimento
pode se tornar compativel com os resultados existentes em
normas de projeto atuais, por uma calibragem adequada
dos parametros envolvidos.

Os valores calculados para o espacamento e diametro dos
estribos foram obtidos a partir da consideragdo de um modo
de flambagem geral que poderia inclusive envolver varios
estribos.

Foi mostrado, através de exemplos, que o procedimento
adotado neste trabalho permite que se atinja a rigidez
necesséria (isto é, uma carga critica superior a carga limite
de compressao simples da barra longitudinal), com diversas
variaveis: espagamento entre os estribos, diametro dos
estribos, didmetro da armadura longitudinal, uso de
estribos suplementares (em cada secao ou
alternadamente), e reposicionamento das barras da
armadura longitudinal. Estas duas Ultimas variaveis
correspondem a variagcbes no vao de flexdo dos estribos.
Foram discutidos ainda diversos arranjos da armadura
transversal que fornecem maior rigidez e confinamento; tais
arranjos sdo mais usuais em projetos buscando maior
ductilidade sob ag¢des sismicas.

A NBR 6118/2003 garante que num estado limite a
flambagem ocorreria entre dois estribos consecutivos.
Porém, verifica-se a partir do presente estudo que a
imposi¢cdo da flambagem entre estribos consecutivos leva a
valores desnecessariamente altos do parametro de carga, 7,
ao se admitir a reducdo do espacamento dentro do
procedimento racional aqui proposto.

O caso apresentado na Figura 17 mostrou que a
concentragdo das barras longitudinais préximas dos cantos
causa um aumento do parametro de rigidez dos estribos, ja
que ha uma reducgédo do véo de flexdo dos estribos ao se
aproximar as barras do canto. Assim, pode-se reduzir o
numero de estribos suplementares de forma racionalmente
justificada.

Pode ainda ser considerada uma rigidez efetiva para o
estribo como a média entre a rigidez calculada quando se
consideram estribos suplementares e a rigidez calculada
sem a consideragdo dos mesmos. Assim, dimensiona-se o
estribo utilizando um espagamento duplo, ou seja, a cada
dois espacamentos colocam-se estribos suplementares, o
que pode ser benéfico na hora da concretagem.

Em resumo, propf8e-se um projeto racional de armadura
transversal, com uso de consideragdes relacionadas a
flambagem da armadura longitudinal. Um eventual maior
consumo de armadura pode ser compensado por melhores
condicbes de execucdo de pilares, devido a redugdo de
armaduras suplementares.
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